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od 


» Sucesiones 


Sucesión numérica 


Una sucesión numérica o simplemente sucesión es una función con dominio en el conjunto 
N y recorrido incluido en KR, es decir 


uN=R 
no u(n) = Un 


Una sucesión numérica es un conjunto de pares ordenados. y la denotaremos por (14). 
(Un) =((1,Un)/n EN) = (Li) (2.,)..... (1.41, ).—) 


'Omitiendo las primera componentes, escribiremos simplemente como 
(tn) = (141. 112, ....Un,...) COM NEN. 


El número 4, es el termino de lugar » o término n-ésimo de la sucesión y contiene la ley de 
formación de la misma. 


Ejemplo1: Escriba los cinco primeros términos de las siguientes sucesiones: 
a) (1) =(1,49.16.25....) 


PRESTA 
ATENCIÓN 


CA 
Sabiendo que el término n-ésimo es: Uy = 1? 


Ejemplo2: Escriba el término de lugar n de la sucesión 


a) (3.5.7,9...)=(2n+1) 


o Bda) = (55) 


Represe: ión geométrica 


Las sucesiones numéricas pueden representarse en el plano xy 
(ua) = (01.0, )/m EN ]= ÁL0 1 2.13).....(01,4(p)..) 


representar las sucesiones numéricas (4 ) con neN. 
en la recta real, como se muestra a continuación 


Sucesión convergente 


Si una sucesión (1) tiene límite finito, se dice que es una sucesión convergente, y que la 
sucesión converge al límite. En caso contrario, la sucesión es divergente. 


Jim = 1 [Ve > 0,38 > 0/Vn: (n > 6 => Jun —1| < £)] 


Que una sucesión (un) tenga límite finito 1, significa que para cualquier £ > 0, en el entomo 
con centro | y radio £ están todos los términos de la sucesión con la posible excepción de un 
número finito de ellos. 


Nota: El número 6 depende de e. y además no es único, pues la definición también se cumple 
para cualquier número positivo 5” mayor que Ó (6' > 8), 


Ejemplo: Muestre que la sucesión es convergente 


1 
Para que [E 


1 1 
Eligiendo 8 21 se cumple que, para cada índice n . sin > 8 entonces |? 


Calculo Auxiliar 


1. Por hipótesis n > 6 


A medida que n crece los términos de la sucesión se acercan a 1 
1 


n—o == p1 
n 


Decir que una sucesión (U,,) tiende a un limite L cundo n tiende a valores cada vez mas grandes, significa que los 
términos de la sucesión llegan hacerse arbitrariamente próximos a L. 

Por lo tanto si se elige cualquier numero positivo e, los términos de la sucesión estarán finalmente a menos de 

£ unidades de L, en otras palabras la distancia de u, a L se puede hacer tan pequeña sin mas que tomar n 
suficientemente grande, 


GEOMETRICAMENTE: El hecho de que una sucesión tenga limite L, significa que en cualquier entorno de L están 
todos los términos de la sucesión con la posible excepción de un número finito de ellos o dicho de otro modo, en el 
complemento de cualquier entorno de L hay a lo sumo un número finito de términos de la sucesión. 


Importante 


+ Si una sucesión tiene límite infinito, se dice que es una sucesión divergente. La 
sucesión (un) = (n?) es una sucesión divergente. 
+ Si una sucesión no tiene límite finito ni límite infinito, se dice que es una sucesión 


oscilante. La sucesión — (un) =((-1)"*) = (1,-1,1,—1,...) es una sucesión 
oscilante. 


Propiedades del límite de sucesiones 


Si ceR. (5, ) y (1) dos sucesiones convergentes. cuyos límites son 


lim s, =S y lim t, =7. entonces existe 
no nc 


lim (sn + tn) = S+T 
noe 

lim (Sn — tn) = S—-T 
n=0 


lim (c.sp) = cS 
mob 

lim (sn. tn) = S.T 
nx 


$ _5 
lim72=> . siempre que 70 
n=<0 tn 


Vamos a probar para la suma de sucesiones 


him (ut, +, 


Sucesiones acotadas 


Una sucesión (4) está acotada superiormente, si existe un número ceK tal que, para 
todo indice n se verifica 11, < €. El número c es una cota superior de la sucesión (4). 
Una sucesión (4,) está acotada inferiormente, si existe un número keK tal que, para 
todo índice n se verifica k < uy. El número k es una cota inferior de la sucesión (14y) 
Una sucesión (4) está acotada, si lo está superior e inferiormente. Para todo índice n 


Un Sc 


Una sucesión acotada superiormente, en virtud del axioma de completitud, admite supremo y 


este es la menor de las cotas superiores. 


Una sucesión acotada inferiormente , en virtud del axioma de completitud ,admite ínfimo y este 
es la mayor de las cotas inferiores. 


Ejemplo: Analice las sucesiones del ejemplo 1 


Está acotada entre 0 y 1, una cota sup=1 y una cota inf=0 


Supremo= 1 infimo=0 


Toda sucesión Convergente esta Acotada 


Sucesiones monótonas 


Una sucesión (4,) es creciente si y solo si, Vn E N: Uy < Un41 

Una sucesión (un) es estrictamente creciente si y solo si, Yn E N: Uy < Un+41 

Una sucesión (un) es decreciente si y solo si. Vn E N: Uy > Un+1 

Una sucesión (un) es estrictamente decreciente si y solo si. Vn E N:4y > Un+1 

Una sucesión (tn) es monótona si es creciente o decreciente y es estrictamente 
monótona si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente. 


Ejemplo: Analice las sucesione 
a) Sea la sucesión (un )=(2n + 1) 
L 
Un =2n +1 
Um =2+1)+1=20+2+1=2n+43 >= ua =2n+3 


De donde es claro que, Yn: E N: 2n + 1 < 2n +3, es decir, Yn E N: tp < 


Por lo tanto la sucesión (un) = (2n + 1) es estrictamente creciente, 


b)(un) = (55) 


Una 


Comparamos fracciones 


A A Un > Un+1 Para cualquier n natural. 


ue 7 qa 


1.3942 > 1 3n+1 
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Series numéricas. 


Sea la sucesión numérica (1). 


Cuyo dominio es el conjunto de los números naturales 


La suma formal: Du, =u, +43 +...+ 1, +...se denomina serie numérica o simplemente 
ya 
serie. 


A una serie Du, le podemos asociar una sucesión (s,) definida de la siguiente manera 
A 


q 
57 =U] +Uz =5, +47 


$y ml RUZ AM A AM 


La sucesión (s,) se llama sucesión de sumas parciales. 


Las series convergen, divergen o son oscilantes, según que la sucesión de sumas parciales 
asociada sea convergente, divergente u oscilante 


Si la serie Y 1, es convergente, denominamos suma de la serie al número S=lims,, y 
a] 

escribimos Du, = S 
na 


1, es el j-ésimo término de la sucesión que origina a la serie y s 


> es la enésima suma parcial 


dela serie Yu, 
A 
Aceptamos los siguientes teoremas: 


1) - Si en una serie Du, se suprime (o agrega) un número finito q de términos iniciales 
Al 
cuya suma es k. se obtiene la serie Y” 
A 
Si la serie dada es convergente y su suma es S, la nueva serie tiene suma S—k (S+k) 


19 Me tiene el mismo carácter de la serie dada 


1) - Si todos los términos de una serie se multiplican por un número r> 0, se obtiene una 
serie que tiene el mismo carácter que la dada, Si ésta es convergente y su suma es $, la 
nueva serie tiene suma r.S 


es es; 


+ — Una serie geométrica es una serie en la cual cada término se obtiene multiplicando el 
anterior por una constante, llamada razón. 
En general, ma serie geométrica, de razón r, es convergente, sólo si 4 < 1 

a 


Es decir si Jr|< 1, Dar!” es convergente y su suma es $ = 
- 


Propiedad: Sea la Serie Geométrica Y ar 


+ |r| < 1, la Serie Geométrica Converge y su suma es $ = 
»  r 2 1, la Serie Geométrica Diverge 
+ y <-1, La Serie Geométrica Diverge 
+ r =-—1 la Serie Geométrica Oscila 


7, 


uraM 
Es 


ER 
4 
Í 


PA 


<> Lo dunie 


Ir, 


pa 
4 


Tp 


1 0.23 
dl | 


Sgie* ata 


Fis < 


Cornoéne 


a E ///: pata ei 


% Una serie en pes unaserie ) > y 
A) 


* Sip> lla serie converge 
+ Sip<lla serie diverge 
+ Si p= lla serie diverge y se llama serie armónica 


Condición necesaria para la convergencia de series, 


Si Yu, es una serie convergente, entonces lim», =0. Observamos que la condición 


limu, =0 es necesaria pero no suficiente para la convergencia de una serie. Por ej 
2 1 
Y - es divergente aunque lim==0 

-n m2. y 


Series de términos positivos. 


La serie Y 1, en la que u, > 0, Vn, se denomina serie de términos positivos. 
. 
1 


PROPIEDADES 

1- La sucesión de sumas parciales asociada a una serie de términos positivos es estrictamente 
creciente. 

2- Una serie de términos positivos es convergente si la sucesión de sumas parciales esta acotada 
superiormente. 

3- Sien una serie Y uz se suprime un numero finito de términos iniciales cuya suma es k, se obtiene 
una nueva serie que tiene el mismo carácter quela serie dada. 


Y si esta es convergente de suma k, la nueva serie es convergente de suma k-L 

4- Si todos los términos de una Serie se multiplican por un numero distinto de cero se obtiene una serie que tiene 
el mismo carácter que la serie dada, y si la dada es convergente de suma S, la nueva serie es convergente de suma 
es 


Criterios para decidir sobre la convergencia de las series. 


II) Criterio del cociente o de Dálambert. 


Sea Yu, una serie de términos positivos. 
a 


3) si existe y es finito ipp 99! =L y 

a1)si L<' entonces la serie converge 

2:) si L > 1 la serie diverge 

13) si L= 1 no se puede decir nada ncerca del carácter de la serio. 


la serie diverge 


11) Criterio de la raiz o de Cauchy: 


Sea Y 1, una serie de términos positivos. 


ml 


a) si existe y es finito lim ¿/u, =L y 
fo. 
1) si L < 1 entonces la serie converge 
42) si L > 1 la serie diverge 
43) si L = 1 no se puede decir nada acerca del carácter de la serie. 
D) si lim </1, = 0 la serie diverge. 
to 


Series alternadas. 

Una serie de la forma pS ys, , donde u,, >0.n , se denomina serie alternada. 
Criterio de Lelbnitz para series alternadas: 

Si (1,),, . es una sucesión estrictamente decreciente de números reales positivos y limo, =0 
, entonces la serie cnn, es convergente. 


nl 
Ejemplos 


Convergencia absoluta y condicional. 


y z 
A una serie Yu, podemos asociarle la serie bon hu, | que obtenemos al sustituir 4, por la 
ja JA 
z z 
La serie 1, es absolutamente convergente si la serie Yu 
ja jA 
es divergente, entonces la serie du  €s condicionalmente convergente. 
JA 


al: 


¡| es convergente. Si la serie 


Para decidir sobre el carácter de la serie de valores absolutos, podemos usar cualquier criterio 
referente a series de términos positivos. 


Vemos sí se cumplen las hipótesis del Criterio de Leibniz 
+ Evaluamos el límite del término n-ésimo : 


3 1 
lima 1 + lim 0 0 


+ Analizamos la monotonía 


(+ 19> $ nss < Un poro tanto. 


la sucesión (My) 


1) es estrictamente decreciente 


De acuerdo al criterios de Lelbniz, resulta que la serie alternada dada por Y 2 — 
pan 


converge. 


1 
le asociamos la serie Y 2 ¡7 la cual es una serie en p. con p 


>1, por 


lo tanto converge 


pro qe. 

. Como y [2%] converge, resulta que la serie alternada Y converge 
absolutamente. 

Ejemplo 


4 
=5n 
Analizamos si se cumplen las hipótesis del criterio de Leibniz 


Un 


+  Evaluamos el limite: 


4 
mn =0 


+ Analizamos la monotonía 


“ 
Und 


no gut 4 
SE 


4 
la sucesión (Un) = (3) es estrictamente decreciente. 


Por lo tanto de acuerdo al criterio de Leibniz, la serie alternada E(—19" 5 


converge. 


4 4 
A la serie altemada D(—1)"11 É. le asociamos la serie E [(-1914 2] 


5 


4 41 apa el 
2=Yi5=YE?(%) la cual es una serie geométrica de razón 


yn 
slcoma-Es- . 


2 € (-L,1). y porlo tanto convergente. 


. 4 4 
Como Y [(-1)"*1 Z| converge, resulta que la serie altemada E(—1)"H1 2 converge 


absolutamente. 


ie de potencias. 


Una expresión de la forma Ty e)! con b, ¿M y ce R se denomina serle de potencias 
Al bh 

Si x se sustituye por un número real. la serie dada se convierte en una serie numérica que 

puede ser convergente, divergente u oscilante. 


Teorema: sea Y 5,(x—c)? una serie de potencias en x—c 
qe 


1) si existe y es finito ] jm Bes 


1.1) L=0 la sente dada converge absolutamente en N 


12) L20 la sere dada converge absolutamente en He 


b, 
b, 


2)si lim|P2" =>» la serie dada converge sólo en el punto < 


mn». 


Este teorema también es aplicable con el criterio de la raiz. 


Ejercicios 11 de la guía 


- q” 1 
a) ) ==> -(x-0)" 
n n 
ni nl 


Ll 


Aplicamos el Criterio del cociente 
1 


a+] AA 
lim + = lim| 9 =1=1+0 


noo 


n 


La serie Y, 7 (x — 0)"Converge Absolutamente en E (c = 0,7 =1) = (-1,1) 


Analizamos el carácter de la serie en los extremos del intervalo (—1,1) 


CL (serie armónica alternada) 


Analizamos las condiciones del critério de leíbniz 


lim==0 


Analizamos la monotonía 


Un 


1.1 
n<n+ 1 <= tlys1 < Uy + por lo que (14) es una sucesión estrictamente 
decreciente 


> 
En virtud del criterio de Leibniz . resulta E 22 converge 


. x=1 
E? Serie Armónica > diverge 


Por lo tanto, el intervalo de convergencia es [—1,1). Es decir, la serie de potencia Y — 
En 
es absolutamente convergente en [-1, 1). 


hacer 


1 
cd 


Aplicando el critério del cociente: 


1 
tim EL 2-10 
me| 1 | nen+1 

7 


La serie converge absolutamente £(3,1) = (2,4) 


e. x=2 


E a serie armónica alternada, convergente 


. 1=t 
E] Serie Armónica > diverge 


E (1-3 
Por lo tanto, la serie de potencia Y converge absolutamente en el intervalo 
£ >. 


e. 
(me) 


3, Dn 


SR) SS) 
= lim = lim 


= lim 0 


nm SE o FDA) conta 


2 sn 
Por lo tanto, la serie de potencias Y ——— (x +3)" converge absolutamente en el 


=(m+ 


conjunto de los números reales. 


N Fórmula de Taylor 


Supongamos que f es una función definida en un intervalo J con derivada de orden 
inclusive en un punto e de /, entonces podemos considerar la función polinómica Py de 
grado no mayor que n definida como: 


fu 
21 


O) 


)+ = 


(A-O+ (A-A+ 


Se dice que B es el n-ésimo Polinomio de Taylor generado por la función Jen el punto e 


Sea P, el n-ésimo Polinomio de Taylor generado por la función f en el punto e. 


La expresión f(x) = Pax) + Rusr(x) donde Rns1(x) representa el errOr comerido al 
sustituir f por Ry se trata de lograr que para todo x e J ocurra que f(x) = P(x) o sea que 
[Ra+1(x)| resulte muy pequeño. 


La expresión f(x) = Pn(x) + Rns1(x) esla Formula de Taylor 


Consideremos: 


D fO)=senx n-4 


a) Elpolinomio de Taylor de grado n =4 enelpunto c=% 


Se dice que Py es el Polinomio de Taylor de orden 4 generado por la función f en el 
punto e = E 


Derivando Particularizando en c=% 


f(x) = sen x 


Fo9=cosx = f()=cs()- 


m 


F"0)=-senx = rG)- -sen ( 


FU) =-cosx rr = cos G 


f"0)=senx = ro = sen E 


Reemplazando y operando se tiene: 


ENE sá 
PO = 1 
3 


v2 


23 


b) Escriba la fórmula de Taylor. 


La Fórmula de Taylor: 
b 2) 
10) = Ej LL (Out e<z<x 
Rai 
Por lo tanto, debemos encontrar el Resto: 
Derivando Particularizando en z 
f'GO)=c0sx = f'z)=smz P<z<x 


/ mua nn n 
LO (an 
(4+ 1)! 


Rusita) 
md Y O 
senz m3 r 


¿<zZ<x 
4 


